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Prdlogo

Este libro va dirigido a estudiantes de la licenciatura en Matemadticas
que vayan a tener su primer contacto con el calculo integral de funciones
de varias variables reales, lo cual ocurre, en la mayoria de los casos, en
el segundo curso de carrera. Se trata de una materia fundamental en la
formacion matemadtica, bésica no solo en las facultades de matematicas,
sino también en las de ciencias y en las escuelas técnicas.

Hemos optado por utilizar la integral de Lebesgue, que acaba de cumplir
un siglo de vida. Esta integral tiene las ventajas de conjugar facilidad de
manejo y mayor alcance, ademas de ser imprescindible en muchas otras ma-
terias, como la teoria de la probabilidad, el analisis de Fourier, las ecuaciones
diferenciales y funcionales, etc. Presenta, por el contrario, el inconveniente,
frente a otras integrales como la de Riemann, del mayor tiempo necesario pa-
ra su construccién. Conscientes de que la integracién es una parte del anélisis
matematico que necesita de considerable esfuerzo para su comprensién, nos
hemos esforzado en motivar tanto las demostraciones como los conceptos
que se introducen, reelaborando muchas de las pruebas y distribuyendo los
temas de forma que resulten mas cémodos de estudiar. Creemos que se ha
encontrado un desarrollo acorde a los conocimientos y, mas importante aun,
en nuestra opinién, a la madurez de los alumnos a los que va dirigido el
libro.

Asi, en el primer capitulo se construye la medida de Lebesgue en R", pre-
sentandola como una extension natural de la longitud en la recta, del area en
el plano o del volumen en el espacio de tres dimensiones: se parte de figuras

© Ediciones Pirdmide



16  Prdlogo

cuya medida es conocida (intervalos o rectdngulos) y se amplia la clase de
estas figuras, primero a conjuntos abiertos (que se expresan como unioén dis-
junta de intervalos) y, después a conjuntos medibles. Estos se definen como
aquellos conjuntos que pueden aproximarse interior y exteriormente por con-
juntos cerrados y abiertos, respectivamente, definicion que hace inmediato
el teorema de estructura. Merece destacarse la prueba que se da del algunas
veces llamado “lema de los rectangulos”, esencial para obtener la aditividad
de la medida de Lebesgue, que hemos basado en la observaciéon de que la
medida de un intervalo de extremos con coordenadas enteras coincide con el
numero de puntos de coordenadas enteras que contiene.

Hemos evitado el abstracto teorema de Carathéodory de construccion de
medidas a partir de medidas exteriores, el cual hallard su lugar, sin duda, en
un curso de teoria de la medida o de probabilidades, no orientado como aqui
al célculo de integrales de funciones de varias variables. El capitulo primero
termina asegurando al alumno que la medida que se ha construido tiene las
propiedades razonables requeridas: se demuestra la invariancia de la medida
respecto de movimientos rigidos'; dicho de otra manera, se prueba que la
medida de una figura no depende de la posicién en la que se encuentra, lo
cual permite comprobar facilmente que la medida de conjuntos elementales,
como los poligonos, es la que se conoce de la geometria bésica.

En el capitulo segundo se ha preferido no dar la prueba del teorema de
la convergencia dominada basada en el lema de Fatou, rapida pero con el in-
conveniente de que el alumno comprueba que todos los pasos estan bien pero
no llega a entenderla, escogiendo la que se basa en el teorema de Egoroff,
que relaciona la convergencia puntual y la uniforme; es esta demostracion
mas larga pero mucho més motivada: progresivamente se demuestra el teo-
rema para sucesiones uniformemente convergentes y para uniformemente
acotadas, y finalmente para el caso general de una sucesién dominada.

En este capitulo se define la integral de funciones medibles en un espacio
de medida abstracto, no necesariamente el de Lebesgue en R"™ —esperamos
que de esta forma, en el ultimo capitulo, se llegue a comprender mejor cémo
se integran funciones definidas en curvas y en superficies respecto de las
medidas longitud de arco y elemento de superficie—. Se demuestran los
teoremas de convergencia, el de la convergencia monétona y el ya menciona-
do de la convergencia dominada. Estos resultados proporcionan condiciones

!Frecuentemente este hecho se retrasa, para darlo como consecuencia del teorema del
cambio de variables.
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Prélogo 17

suficientes muy sencillas de comprobar para el intercambio de limites con
integrales, una de las facetas en las que la integral de Lebesgue muestra mas
claramente su ventaja sobre otras integrales.

El tercer capitulo esta dedicado a la integral de funciones de una variable
respecto de la medida de Lebesgue en la recta. En él se rescata la prueba
original de Lebesgue, que se encuentra en su tesis doctoral del afio 1902, en
la que se demuestra la regla de Barrow para funciones integrables y acota-
das en un intervalo acotado (a,b) de la recta®. Esto permite que el calculo
practico de integrales de Lebesgue no requiera el conocimiento previo de
otras integrales, como la de Riemann, que es lo habitual. También se explica
en este capitulo tercero el manejo de integrales extendidas a intervalos no
acotados, ensenando cémo reconocer si una funcién es integrable o no, sin
presuponer que se conocen las integrales impropias de Riemann.

El calculo con integrales dependientes de parametros, de su derivada
en particular, es central en este capitulo; se explica con detalle en algunos
ejemplos cémo las acotaciones tienen, a veces, que ser de tipo local. Se dan
algunas aplicaciones interesantes de las integrales paramétricas: la prueba de
Hilbert del hecho de que el niimero e es trascendente, basada en la funcién
gamma de Euler, y la prueba de la férmula de Stirling que da el comporta-
miento asintoético del factorial. Se termina con un estudio comparativo de las
integrales de Riemann y Lebesgue, que constituye, en el desarrollo escogido,
un buen ejercicio acerca de las definiciones de integral y la utilizacion de los
teoremas de convergencia.

El célculo de integrales multiples, es decir, de integrales de funciones de
varias variables, se presenta en el capitulo cuarto. En él se encuentra el teo-
rema de Fubini, que permite calcular, o expresar, una integral miltiple como
varias integrales de funciones de una tinica variable. Para ser aplicado en la
practica, se necesita que el recinto de integracién sea un conjunto proyecta-
ble —en el plano, es un conjunto limitado por dos segmentos verticales y dos
curvas, una inferior y otra superior—; cuando esto no es asi, normalmente
un cambio de variables adecuado convierte el recinto en otro proyectable, en
el que se puede hacer ya la integracion reiterada. Es el teorema del cambio
de variables, también estudiado en este capitulo, el que relaciona la integral
de la funcién en el recinto inicial con la de la funciéon cambiada de variables
en el nuevo recinto.

2Naturalmente, no entramos a discutir en toda su extensién el problema de la derivacién
de integrales indefinidas de Lebesgue.
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18  Prdlogo

El teorema de Fubini se presenta de una manera geométrica, basada en
el principio de Cavalieri, ya conocido por Arquimedes, que dice, en el caso
del plano, que el drea de una figura es la suma (integral) de las longitudes de
todas sus secciones paralelas a una recta dada; los alumnos comprenden bien
este hecho, pues se utiliza habitualmente en cursos previos para definir el
area de una figura plana. En el teorema del cambio de variables se procede
del siguiente modo: en primer lugar se considera el problema de calcular
la medida de la imagen de una regién mediante una transformacién lineal,
y después, por aproximacién lineal de tipo local, para una transformacién
diferenciable. Se obtiene que la razén local entre las medidas es precisamente
el valor absoluto del determinante jacobiano de la transformacién, lo que
conduce rapidamente a la formula del cambio de variables.

Se incluyen ejercicios completamente resueltos de calculo de algunas in-
tegrales usando los cambios de variables a coordenadas polares, esféricas y
cilindricas, en los que se muestra con detalle cémo se calculan las proyeccio-
nes, las secciones, los conjuntos transformados, etc.

El dltimo capitulo estd dedicado a las integrales de linea y de superficie.
El esquema seguido es el siguiente: para definir las integrales de funciones
definidas en curvas y en superficies, primero hay que dotar a estas de me-
didas convenientes, la longitud de arco en el primer caso, y el elemento de
area en el segundo. En el caso de las curvas, la longitud puede definirse de
manera natural como supremo de longitudes de poligonales inscritas en ellas,
mientras que en el caso de las superficies no puede procederse asi (véase el
ejemplo de Schwarz). En ambos, es el conocimiento de una parametrizacién
lo que permite definir la medida adecuada y calcular con ella. Se ha hecho
un esfuerzo considerable para poder incluir entre las superficies en las que
se puede definir el elemento de area, las que aparecen en la practica, que
son unién de varios trozos de superficies regulares, y para demostrar que la
medida en la curva o en la superficie no depende de la parametrizacién?.
La integracién de funciones, escalares y vectoriales —estas considerando su
componente tangencial o su componente normal—, definidas en curvas y en
superficies, queda automaticamente definida, y la validez de sus propiedades
se tiene como consecuencia de lo estudiado en el capitulo segundo.

En este capitulo final se estudian los teoremas de Green, Stokes y Gauss,
que pueden considerarse como versiones en dimensiones superiores de la

3En primera lectura serfa conveniente limitar la independencia de la parametrizacién
a las superficies regulares.
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regla de Barrow. Se debe destacar que el teorema de Green se demuestra
para regiones proyectables tinicamente sobre algiin eje, y no, como es lo
habitual, solo para proyectables sobre los dos ejes?. La demostracién, que
hemos elaborado a partir del libro de Widder citado en la bibliografia, utiliza
el teorema de Fubini y la derivacién de integrales paramétricas en las que los
limites de integracién dependen también del pardmetro. Hemos demostrado
el teorema de Gauss completamente para sélidos que son proyectables sobre
un plano de modo que la proyeccion es a su vez proyectable sobre una recta,
mientras que lo que se encuentra en libros de este nivel es la prueba® de este
teorema para sélidos proyectables simultaneamente sobre los tres ejes.

Es este un “libro de teoria”, en el que se exponen los resultados y sus
demostraciones. Parte esencial del aprendizaje de las mateméaticas en gene-
ral, y del analisis matematico en particular, es la resolucién de ejercicios. Es
por ello que al final de cada capitulo se ha incluido una lista de problemas
propuestos. Si bien son, en su mayor parte, practicas de calculo integral, ya
sea de integrales paramétricas, ya de integrales muiltiples, de volimenes y
areas, de longitudes y de superficies, etc., también se encuentran algunos
que tienen el propédsito de clarificar los conceptos tedricos correspondientes,
que son pruebas de resultados auxiliares sencillos, o que son demostraciones
alternativas a las dadas. En el propio texto se hallan completamente resuel-
tos algunos ejercicios “tipo”, como los ya mencionados anteriormente acerca
de célculo de voliimenes, que deberian ser cuidadosamente estudiados antes
de abordar los propuestos.

Los conocimientos previos que se necesitan para abordar con éxito el
estudio de este libro son, principalmente, el conocimiento del calculo dife-
rencial de funciones de una y varias variables reales —la diferencial de una
funcién, la matriz jacobiana de las derivadas parciales—; el célculo de al-
gunas primitivas; la convergencia de series y el limite de sucesiones —tanto
numéricas como de funciones—; nociones topoldgicas en espacios métricos,
del espacio euclideo R™ en realidad, como compacidad, conexién, continui-
dad, etc.; conocimientos de algebra lineal que abarquen las aplicaciones li-

4 . . . .2 .
Esta diferencia es sustancial, pues puede probarse que toda regién plana limitada
por una curva de clase C! a trozos es unién de recintos proyectables sobre alguna recta,
mientras que no es cierto si se exige que sean proyectables sobre dos.
°H flal demés, 1 le h b del iguald
emos de senalar que, ademds, lo que suele hacerse es probar una de las tres igualdades
en las que se traduce el teorema de Gauss y decir que las otras dos se hacen igual, siendo
esto claramente insatisfactorio si no se ha demostrado previamente que se puede utilizar
para el calculo cualquier parametrizacién.
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20  Prélogo

neales, matrices y determinantes; y, para el ultimo capitulo, elementos de
calculo vectorial. Resultados de cédlculo diferencial que posiblemente no son
conocidos por los alumnos, acerca de funciones con rango maximo, utilizados
en el ultimo capitulo para probar que las integrales de linea y de superficie
son independientes de la parametrizacion, y el teorema de incrementos fini-
tos para las normas del supremo, usado en la demostracién del teorema del
cambio de variables en el cuarto capitulo, se han incluido en un apéndice.

Aparecen distribuidas a lo largo del libro unas pequenas resenas biografi-
cas de algunos matemadticos que han contribuido de forma relevante en la
materia. Las fuentes de las que proceden estan detalladas en la bibliografia.
Aquellos lectores interesados en profundizar en el desarrollo histérico de esta
parte de la matematica tienen en el libro Lebesgue’s theory of integration,
de T. Hawkins, un excelente punto de partida.

Estas breves notas van acompanadas de una ilustracién, ya sea foto o
grabado. Queremos mencionar que la foto de H. L. Lebesgue es la que apare-
ce en el primer volumen de sus obras completas, con permiso de la editorial
L’Enseignement Mathematique; la foto del molino de G. Green nos ha sido
proporcionada por Denny Plowman, de Nottingham City Museums, y la de
B. Levi por Enrique P. Cattaneo, de la Facultad de Ciencias Exactas, In-
genierfa y Agrimensura de la Universidad de Rosario (Argentina). Las fotos
de G. Fubini y L. Tonelli has sido tomadas también de sus obras completas.
El resto procede del archivo MacTutor de Historia de las Matemaéticas, de la
Universidad de St. Andrews (Escocia), que puede consultarse en la direccién
electrénica http://turnbull.dcs.st-and.ac.uk/history.

Incluimos al final del libro unas referencias bibliograficas que abarcan
la materia tratada en el mismo, asi como un indice alfabético en el que
reflejamos la pagina donde aparece por primera vez cada término.

El libro se ha elaborado con el procesador de textos TEX, creado por
Donald E. Knuth. Se ha utilizado IXTEX 2¢ y una serie de paquetes adicio-
nales. Contiene ademds un total de 49 figuras. Se han construido utilizando
los programas Mathematica y Corel DRAW, junto con el paquete psfrag.

Queremos agradecer al departamento de Anélisis Matematico de la Uni-
versidad de Sevilla las facilidades que nos ha proporcionado para elaborar el
libro. Asimismo, al Grupo Anaya el interés mostrado hacia nuestro proyecto,
plasmado con la publicacién en esta coleccién de Ediciones Pirdmide.

Los autores, Sevilla, enero de 2002
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Fernandez.
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PROBLEMAS, CONCEPTOS Y METODOS DEL ANALISIS MATEMATICO. 1. Nimeros reales, suce-
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PROBLEMAS DE GENETICA RESUELTOS, Desde Mendel hasta la genética cuantitativa, M. D.
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resueltos, A. Cafnada Villar.
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