Sarando vuelve al mundo. 233

LA
CIENCIA

de las matematicas










SARANDO VUELVE AL MUNDO
DE LAS MATEMATICAS






La Ciencia
para Todos

Desde el nacimiento de la coleccion de divulgacion cientifica
del Fondo de Cultura Econémica en 1986, ésta ha mantenido
un ritmo siempre ascendente que ha superado las aspiraciones
de las personas e instituciones que la hicieron posible. Los
cientificos siempre han aportado material, con lo que han su-
mado a su trabajo la incursién en un campo nuevo: escribir de
modo que los temas mas complejos y casi inaccesibles puedan
ser entendidos por los estudiantes y los lectores sin formacion
cientifica.

A los 10 afios de este fructifero trabajo se dio un paso ade-
lante, que consisti6 en abrir la coleccién a los creadores de la
ciencia que se piensa y crea en todos los ambitos de la lengua
espaiola —y ahora también del portugués—, razén por la cual
tomo el nombre de La Ciencia para Todos.

Del Rio Bravo al Cabo de Hornos y, a través del mar océa-
no, a la peninsula ibérica, esta en marcha un ejército integrado
por un vasto numero de investigadores, cientificos y técnicos,
que extienden sus actividades por todos los campos de la cien-
cia moderna, la cual se encuentra en plena revolucién y conti-
nuamente va cambiando nuestra forma de pensar y observar
cuanto nos rodea.

La internacionalizacién de La Ciencia para Todos no es
solo en extensiéon sino en profundidad. Es necesario pensar
una ciencia en nuestros idiomas que, de acuerdo con nuestra
tradicion humanista, crezca sin olvidar al hombre, que es, en
ultima instancia, su fin. Y, en consecuencia, su propdsito prin-
cipal es poner el pensamiento cientifico en manos de nuestros
jovenes, quienes, al llegar su turno, crearan una ciencia que, sin
desdenar a ninguna otra, lleve la impronta de nuestros pueblos.
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PROLOGO

En la tranquila calle Albatros sigue viviendo la familia Portes. Su
jardin es cada dia mas bello, pues dofia Violeta se ocupa con afan
de él. Los nifos, Adrian y Sebastian, lo disfrutan mucho. Pero
quien mas disfruta es Sarando, el duende que vive escondido en
una acogedora cueva debajo del pirul, detras del macizo de hor-
tensias. Su pasion por las matemdticas sigue plena y ha manteni-
do su costumbre de colarse a la biblioteca de don Joaquin, quien
constantemente llega con nuevos libros, a cual mas de atractivos.
En estas nuevas aventuras Sarando disfrutard de muy va-
riados temas de las matematicas. Va a intrigarse con preguntas
aun no respondidas sobre los nimeros primos, tratando de
demostrar la conjetura de Goldbach o la de los primos gemelos.
Aprendera como Dido, la reina de Cartago, eché mano de las
matematicas para fundar su grandiosa ciudad-Estado al com-
prender en qué consisten los problemas isoperimétricos.
Pensara en la mejor manera de acomodar balas de cainén
para que ocupen el minimo espacio estudiando la conjetura de
Kepler y calculando las mejores opciones. Después hara un
viaje al infinito y comprendera los distintos infinitos que ma-
nejan los matematicos. Meditard sobre la existencia del infinito
en el universo. Mas adelante se confrontard con cuestiones pa-
radojicas en matematicas, averiguara si la tortuga le gané la
carrera a Aquiles y sabra quién rasura al barbero del pueblo.
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Se rompera la cabeza tratando de entender la emocién del
seor Portes al enterarse de que la conjetura de Poincaré habia
sido demostrada. Tratar de comprender qué significa la dichosa
conjetura mete en camisa de once varas al duende, quien des-
pués de grandes meditaciones logra entender mds o menos de
qué trata. Esto lo lleva a estudiar un poco de topologia. Estudia
los origenes de esta area de las matematicas y entiende la dife-
rencia entre topologia y geometria.

Agasaja su vista con hermosos mosaicos y decoraciones, pre-
sentes ya sea en las tumbas egipcias, en las paredes de la Alham-
bra o en los embaldosados de Praga. Pero mas le asombra que
haya matematicas involucradas y que haya teoremas que los
expliquen. Finalmente acaba estudiando las construcciones geo-
meétricas con regla y compas, y comprendiendo los tres proble-
mas insolubles de la geometria griega.

Concluye cada una de sus aventuras leyendo las biografias
de personajes centrales para cada uno de los temas con los que se
confronta en sus aventuras, y se asombra de su pasion y de sus
contribuciones a las matematicas.*!

Sarando, nuestro duende matemadtico, no es solo un cice-
rone que nos guia en nuestro paseo por el mundo de las mate-
madticas, sino que trata de representar al lector e intenta poner-
se en sus zapatos para ayudarle a entender mejor los temas
que se tratan en este libro. Partiendo de que las matematicas no
son una disciplina sencilla de entender, y de que es necesario
manejar el idioma en el que estan escritas, Sarando se transfor-
ma en una especie de intérprete, en un alter ego del lector, que
le ayuda a entender y también a comprender que no todo se
puede entender, aunque se puede apreciar y en cierta medida
disfrutar.

™ Veinticinco de las 26 biografias presentadas se basan en los textos de J. J.
O’Connor y E. E Robertson, disponibles en http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/
~history/BiogIndex.html (MacTutor History of Mathematics Archive). Sélo la de
Bertrand Russell se basa en un articulo de A. D. Irvine (misma pédgina web). En
espafiol pueden leerse versiones ampliadas en http://www.matem.unam.mx/cprieto.
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Las matematicas no se leen como una novela. Hay que leer
y releer y volver a leer cambiando el orden. El orden de las
aventuras no guarda una légica estricta; es un tanto aleatoria,
por lo que el lector no tiene que leerlas en orden. Siempre sera
conveniente tener papel y ldpiz a mano para poder hacer mate-
maticas y reproducir la idea que se presenta en el texto. De
igual modo, la escritura de cada capitulo no es rigida; intenta
parecerse a una platica informal sobre matematicas (Sarando
revisa uno y otro libro, sin mayor orden, al colarse a la bibliote-
ca del seior Portes). De repente se cambia de tema, para luego
volver al tema central.

Agradezco a Michael Barot por haberme proporcionado la
espiral de Ulam y la distribucion de los primos y de los primos
gemelos que se presenta en la primera aventura, y a Francisco
Martin, por su anuencia para usar sus imagenes de las superfi-
cies minimas. Las imagenes de las teselaciones provienen de la
Wikipedia.
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I. Primera aventura:
de primos y gemelos

La matematica es la reina de las ciencias, la teoria de los
ndmeros es la reina de las matematicas.
CARL-FRrRIEDRICH GAUSS (1777-1855)

El cielo tronaba y a lo lejos se apreciaban los relimpagos que amenazaban
con una fuerte tormenta aquella noche de verano. Hacia un par de horas
que don Joaquin habfa regresado a casa y estaba sentado frente a su escri-
torio leyendo con avidez un libro, cuya portada estaba decorada con nu-
meros dibujados a colores.

2357 11 13
17 19 238 29 31 ...

Como ya habia ocurrido en otras ocasiones, esta portada intrigd a
Sarando, nuestro viejo amigo, el duende del jardin de la casa, quien conta-
ba los minutos para que se apagaran todas las luces y poder colarse de
nuevo a la biblioteca a revisar ese libro que tanto interés despertaba en el
sefior Portes.

Poco antes de la medianoche se fueron oscureciendo las ventanas de
la casa. Dona Violeta habia atendido a sus perros y finalmente se fue a la
cama. La ansiedad de Sarando se desbordaba e, inmediatamente, entrd en
el estudio y revisé aquel libro. Los nimeros primos era su titulo.

—Vaya —medité Sarando—, nimeros primos. De ellos no habfa yo
aun escuchado.

Y observé aquellos nlimeros que aparecian en la portada del libro: 2,
3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31...

—;Qué misterio encierran estos nimeros? —se pregunté intrigado.
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Comenzé a meditar sobre ellos y observd que todos eran niimeros
impares (o nones, como habia escuchado a unas nifas decir durante la
fiesta de cumpleafios de Adrian), salvo el primero, que era 2. Pero vio que
no estaban todos los impares, pues faltaban 9, 15, 21, 25, 27... Gracias a
su perspicacia no le costd trabajo percatarse de que los impares que falta-
baneran 3 x 3,3 x 5,3 x7,5x 5,3 x 3 x 3., es decir, eran productos de
algunos de los niimeros que si aparecian. No tardd en darse cuenta tam-
bién de que los que se enlistaban en la portada del libro eran precisamente
aquellos que no podian descomponerse como un producto de nlimeros
mas pequenos. Entonces abrid la primera pagina del libro.

Los NUMEROS PRIMOS
Los nimeros primos son los atomos de las matematicas.

—En qué quedamos? —pensé Sarando—. jEs esto matemdticas,
quimica o fisica? ;Atomos?

Son los atomos, pues como la etimologia de la palabra lo
dice son indivisibles; ademas son los elementos con que se cons-
truyen todos los demas nimeros.

Se dice que un nimero mayor que 1 es primo si sélo puede
dividirse entre si mismo y entre 1, es decir, si no admite ningtin
otro nimero que lo divida. Equivalentemente, un numero na-
tural es primo si tiene exactamente dos divisores distintos: 1y
él mismo. Resulta que cualquier otro numero, como 4, 6, 8,9 o
10, puede escribirse como producto de primos; ademas, salvo
por el orden, estos primos son unicos para cada namero. Por
ejemp10,4=2x2,6=2x3,8=2x2x2,9=3><3,10=2x5.De
hecho, si un nimero no es primo, entonces se dice que es com-
puesto, es decir, se puede expresar como un producto de niime-
ros distintos de 1 y de él mismo. Cada uno de estos factores, o
ya resulta primo o a su vez puede expresarse como producto de
factores mas pequenos. Como es imposible expresar a un nd-
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mero entero como un producto infinito de enteros distintos de 1,
resulta que debe poder expresarse como un producto de na-
meros primos, como en los ejemplos de arriba. De hecho, como
ya dijimos, esta descomposicion en primos es unica para cada
numero, excepto por el orden de los factores (que no altera el
producto).

Por supuesto que Sarando se sintié fascinado, pues habia descubierto
por si mismo el concepto de nimero primo y habfa entendido por qué
estos nimeros son los dtomos de las matematicas.

Una de las primeras preguntas que surgen respecto de la
coleccion de los nimeros primos es si hay un namero finito de
ellos o, por el contrario, si hay una infinidad.

—Buena pregunta —se dijo Sarando—. Si son sélo un nimero finito,
eso simplificaria mucho la aritmética; facilitaria los calculos. ;Pero cémo se
podra averiguar eso?

Sarando se puso a pensar y comenzé a alargar la lista de los nime-
ros primos que contenia la portada de aquel libro: 37, 41, 43, 47, 53, 59,
61,67,71,73,79, 83, 89,97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137,
139...

—iCarambal! Parece que no se acaba esta lista; pero también se vuel-
ve cada vez mas dificil de continuar, pues hay que hacer muchas divisiones
para ver si salen exactas o no —reflexionaba Sarando.

Tratando de continuarla, el suefio lo vencid y cayé dormido sobre la
pagina del libro. Al empezar a clarear la mafiana despertd stbitamente y se
levanté para salir a esconderse en su cueva antes de que la familia Portes
apareciera para desayunar. No obstante alcanzé a leer algo mas del libro:
“Hay una infinidad de nimeros primos”. Salié corriendo, mas alcanzé a
discurrir:

—Tenia yo razdn, hay una infinidad. Pero, ;cémo verificar esto?

Durmiendo, ya metido en su cueva bajo el arbol, Sarando tuvo un
suefo. En él se vio a si mismo hablando con un antiguo griego que decia
llamarse Euclides. Por supuesto, quien en su suefio se aparecia era el gran
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matematico del siglo i antes de nuestra era. El sabio le preguntd a Saran-
do qué le preocupaba, y Sarando le respondié:

—Son los ndimeros primos; quiero saber por qué hay una infinidad de
ellos —le respondié el duende, y Euclides le dijo:

—Pues esto es muy sencillo de verificar. Si fueran sélo un nimero fi-
nito, entonces podrfa tomarse el producto de todos ellos y a este produc-
to sumarle 1. Ahora es muy sencillo ver que si tomamos cualquiera de los
primos, ninguno de ellos dividira al resultado. Esto significarfa que ningutn
ndimero, salvo 1y él mismo, lo dividira, por lo que el resultado tendria que
ser un nimero primo, obviamente, mayor que todos los que se habian to-
mado, lo cual es una contradiccion, pues supuestamente ya habiamos
tomado a todos los nimeros primos.

—iVaya! —medit6 Sarando en suefios—, una contradiccién.

Y continud el resto del dia durmiendo. Al caer la tarde despertd y re-
cordé vagamente su suefo. No habia olvidado, sin embargo, la pregunta
con la que se habia escapado de la biblioteca temprano esa mafiana. Més
0 menos intufa cémo estaba la prueba: si la coleccion de nimeros primos
es finita, se toma el producto de todos y se le suma 1; con ello construi-
mos un nuevo nimero que no puede ser divisible mas que entre 1y entre
si mismo, por lo que debe ser primo. Esto contradice la hipStesis de que
ya habfamos tomado todos los primos. Luego, la suposicién de que hay un
ndmero finito de primos debe ser falsa. Con esto en su cabeza, esperd
ansiosamente volver a entrar a la biblioteca para continuar su lectura de la
noche anterior. Entrada la noche, al oscurecerse la casa, penetré y, ho-
jeando el libro de la velada pasada, encontré la prueba del teorema.

:CUANTOS NUMEROS PRIMOS HAY?
TEOREMA. Hay una infinidad de nimeros primos.
Demostracion. Supongamos que el teorema fuese falso y, por lo
tanto, que solo tenemos un nimero finito de ellos (tal vez mu-
chisimos). Denotémoslos por p,, p,..., p,. Ahora consideremos

el nimero

22



k=p xp,x...xp +1,

que es mayor que todos los primos que tomamos y, por tanto,
debe ser compuesto. Si ahora tomamos cualquiera de los nu-
meros primos, digamos p, donde i es alguno de los indices en-
tre 1y n, y dividimos k entre p, nos queda siempre un residuo
de 1, es decir, k no es divisible entre ninguno de los primos mas
pequeiios y, por tanto, debe ser primo. Esto es absurdo, pues ya
habiamos tomado a todos los primos.

Esta demostracion, probablemente debida a Euclides, es
uno de los primeros ejemplos que hubo de una demostracién
por reduccién al absurdo.

—iMira nada mas! —consideré Sarando, que empezaba a recordar su
suefio—, éste es el sefior que vi en mi suefio diciéndome precisamente la
prueba que acabo de leer —y continud leyendo.

Es posible reformular esta prueba, para hacerla directa y no
indirecta, como arriba, construyendo, al menos teéricamente,
una infinidad de primos. Supongamos que ya hemos encon-
trado n primos, digamos p,, p,..., p,, y consideremos el ntimero
k=p xp,x..xp +1. Tenemos que como ninguno de los pri-
mos que ya tenemos divide a k, entonces, una de dos, o k es
primo o hay un primo distinto de los que ya teniamos que si lo
divide. Asi, cada vez que tengamos una coleccion finita de pri-
mos debe haber uno mas que no estd en ella. Esto s6lo puede
ocurrir siendo infinita la coleccion de todos los primos.

Sarando habia visto nuevamente cémo era una demostracidn en ma-
tematicas y no podia mas que estar fascinado, pues vefa en ella una gran
frescura. Entendia perfectamente que las verdades matemaiticas eran
eternas y, con ello, modernas, aunque tuvieran mas de 20 siglos de haber
sido probadas. Las matematicas no envejecen y sus verdades son hoy por
hoy tan vigentes como lo han sido siempre. Esto no ocurre en otras cien-
cias, en que las teorfas sobre los fendmenos dejan de ser satisfactorias, a
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veces, muy pronto. Al longevo duende le encantaba la idea de haber en-
contrado un conocimiento a su medida: un conocimiento eterno.

NUMEROS PRIMOS GRANDES

Si observamos la lista de nimeros primos nos encontramos con
3,7,31,127, etc. Todos éstos son de la forma 22 -1,2°-1,2° -1,
27 - 1. Esto no significa que, en general, 2" - 1 sea primo. Hasta
la Edad Media se suponia que si n es primo, entonces 2" — 1 es
primo. Esto tampoco es cierto; por ejemplo, 2" — 1=2047 =23
x 89. Sin embargo, es frecuente encontrar primos de esta for-
ma. A este tipo de numeros primos se les conoce como primos
de Mersenne. Llaman la atencién los numeros primos mas
grandes que se conocen desde septiembre de 2008. Estos son
de Mersenne; a saber, se trata de

p — 237156667 _ 1)

es decir, dos elevado a treinta y siete millones ciento cincuenta
y seis mil seiscientos sesenta y siete menos uno. Este es un nu-
mero con mas de 11 millones de cifras. Hay uno atin mas gran-
de que el anterior, pero de la misma forma, se trata de

g =28m6 _ ]

es decir, dos elevado a cuarenta y tres millones ciento doce mil
seiscientos nueve menos uno. Este es un nimero con casi 13
millones de cifras. Por supuesto, los exponentes 37156 667 y
43112609 son también nimeros primos.'

Sarando se quedé asombrado. Tratd de pensar en el niimero més grande
en el que hubiera pensado alguna vez. Recordd que el universo habia apareci-

! Véase http://www.primzahlen.de.
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do a partir de una gran explosién que tuvo lugar hace aproximadamente
13750 millones de afios. No le costé demasiado trabajo calcular que este
lapso corresponde a 433917”000000”000000 segundos (mas de 430000
billones de segundos), que es apenas un nimero con 18 cifras.

—Realmente estos matematicos tienen mucha imaginacién —cavilé
Sarando—. Mira que “inventar” niimeros con casi 13 millones de cifras.
Esos nimeros seguramente no son concebibles ni como “cifras astro-
némicas’.

Finalmente, salié de la biblioteca y se fue a dormir. Mientras inten-
taba conciliar el suefo, le daban vuelta alrededor de la cabeza nimeros
gigantescos. Se preguntaba cuales de ellos serian primos y, de ser asi, si
darian origen a primos de Mersenne. Finalmente logré dormir. Ya estan-
do en suenos, aparecié un profesor de aspecto taciturno y cabello cano
que dice: “Los nimeros de la forma 2 — 1 no son primos, si p no es
primo. La prueba es muy sencilla —seguifa diciendo y escribiendo en el
pizarrén—; supongan ustedes que p = mn, donde m y n son nimeros
naturales diferentes de 1. Entonces es muy facil verificar la siguiente

identidad
20— 1=(2m—=1)(2m0 =D 4y mn=D 4 gmn=3) 4 4 Im 4 1)”,

En medio de su suefio, Sarando extrajo papel y lapiz y, siguiendo la
propuesta del viejo profesor, calcul6, multiplicando primero 2™ por todo el
chorizo del lado derecho, y luego restando el producto de 1 por el mismo
chorizo:

(2mn+ 2m(n—1)+ 2m(n—2)+.”+ zm) _ (ZM(H—I) + Zm(ﬂ—2)+“. +2M 4 ]_) -
S 1=2-1.

Se quedd asombrado de la precisién de sus calculos, para los cuales
aplicé la ley de los exponentes, que asegura que 2°2° = 2°+*. Pasé el resto
de la noche con una sensacién de placidez, que en la mafnana lo hacfa sen-
tir descansado y avido por aprender mas. Fue grande su asombro, pues al
despertar, ahi estaba la hoja de papel y su demostracién de que si p no
es primo, entonces tampoco lo es 27 — 1.
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CRiBA DE ERATOSTENES

No hay una receta para producir uno a uno los numeros pri-
mos; para verificar que lo son hay que probar dividirlos entre
todos los numeros (primos) mas pequenios que ellos. De he-
cho, si un numero # es producto de otros dos numeros k y I,
entonces claramente uno de los dos debe ser menor que o igual
ala raiz cuadrada de n, mientras que el otro tendra que ser ma-
yor o igual a dicha raiz.

Esto significa que si deseamos averiguar si un nimero es
primo, basta probar su divisibilidad entre los numeros primos
menores o iguales a su raiz cuadrada. Por ejemplo, si n = 9991y
queremos saber si es primo, ya que V9991 es un poquito menor
que 100, basta ver si es divisible entre los primos menores que
100. Vemos que no lo es mas que entre 97 (y el resultado de la
division es 103, que también es primo); asi 9991 = 97 x 103,y
por tanto no es primo.

De hecho se tiene:

TEOREMA. Un niimero es primo si y sélo si no es divisible entre
ningln primo menor que o igual a su raiz cuadrada.

Eratostenes diseiio un método para buscar primos; a saber,
se elabora una lista ordenada de todos los nimeros desde 1
hasta N.

Primero se tachan a partir del 4 todos los pares (de 2 en 2);
luego a partir de 6 los multiplos de 3 (de 3 en 3), a partir de 10
los multiplos de 5 (de 5 en 5), etc. De acuerdo con el teorema
de arriba, basta con tachar hasta los multiplos del primo mas
grande que es menor o igual a la raiz cuadrada de N. Los que
no se tachan en este proceso —es decir, los que no se atoran en
la criba (o coladera)— son los nimeros primos menores o
iguales a N. A éste se le conoce como método de la criba de Era-
tostenes.

En una tabla se ve ast:
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Numeros

naturales 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
Cribade2: 2 3 - 5 - 7 - 9 - 11 - 13 - 15 - 17 - 19 - 21 -
Cribade3: 2 3 - 5 - 7 - - - 11 - 13 - - - 17 - 19 - - -
Cribade5: 2 3 - 5 - 7 - - - 11 - 13 - - - 17 - 19 - - -

Sarando se quedé muy contento de conocer un par de métodos se-
guros para encontrar nimeros primos.

—Eso de echarlos en una coladera y sélo los que no pasan son primos
suena muy conveniente —considerd

Le quedaba claro, no obstante, que el proceso es laborioso. Decidié
regresar a su cueva y continuar la noche siguiente su excursién al mundo
de los nimeros primos. Esa noche sus suefos lo llevaron a pasear por un
bosque donde cada arbol era un nimero natural. Se detenia ante cada
uno, preguntandose si el nimero del arbol era primo o no. Lo acompafaba
el viejo profesor, que habfa cambiado su tiza por una varita magica en for-
ma de brocha. Cada vez que Sarando verificaba que el nimero de algin
arbol era primo, el profesor hacia un movimiento con la varita y el arbol se
volvia rojo. Asf, habfa arboles verdes y rojos en aquel bosque. Al despertar,
Sarando auin se sentia rodeado de arboles. Pero pensando en los primos,
se pregunt6 si habia una regla que dijera cémo estaban acomodados los
arboles rojos entre los verdes, es decir, los primos entre los naturales. Lle-
gada la noche, en el mismo libro que habia estado leyendo, encontré la
siguiente tabla:

N Nimero de primos menores que N

1000 168

1000000 78498

1000000000 50847534
1000000000000 37607912018
1000000000000000 29844570422 669
1000000 000000000000 24739954287 740860

En otras palabras, entre los primeros 1000 nimeros natura-
les, 16.8% son primos; entre el primer millén, son 7.85%; entre el
primer millardo, sélo son 5.08%; mientras que entre el primer
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billén sélo son 3.76%; en el primer billardo son 2.98%, y en un
trillén son 2.47%. Los matematicos especialistas en la teoria de
los nimeros ya tienen una féormula para calcular esta distribu-
cién; es conocido como teorema de los niimeros primos, que ase-
gura que el numero de primos menores que N, denotado por
I1(N), cumple

II(N) ~N/InN,

donde In N es el llamado logaritmo natural, o logaritmo de base e
(donde e es el numero de Euler) de N. Es decir, II(N) es aproxi-
madamente N dividido entre el logaritmo natural In N de N.

Si bien Sarando entendia la férmula, no supo bien a bien cémo inter-
pretarla para entender cémo estaban distribuidos los arboles rojos en su
bosque. Continud, curioso, su lectura.

LA GEOMETRIA DE LOS NUMEROS PRIMOS

Un fisico y matematico polaco, Stanistaw Ulam, alguna vez
tuvo la ocurrencia de poner todos los numeros naturales sobre
una espiral cuadrada, donde los nimeros primos se escriben
en rojo, como se aprecia en la figura 1.1.

Observo que hay ciertas diagonales en las cuales se concen-
tran mds los primos. La figura 1.2 concentra varios miles de nu-
meros en la espiral de Ulam, que sélo se ven como pequeios
puntos de colores. Los puntos rojos marcan los primos.

Sarando se asombré de ver que en la distribucién de los niimeros pri-
mos aparentemente si hay geometria. Se pregunté si hay alguna manera
de formalizar esta situacién geométrica de los niimeros primos. Finalmente
se quedd dormido v, para su asombro, en sus suefios comenzé a volar en
un globo de Cantoya. Desde ahf veia su bosque de la noche anterior, que
mas bien era un huerto, con todos los arboles acomodados en forma de
una espiral cuadrada. Como en su suefo ya era otofio, la estacién favorita
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