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			Introducción







			Quien poco piensa se equivoca mucho.

			Leonardo da Vinci (1452-1519)




			Existe un acuerdo unánime en aceptar que el objetivo fundamental de la educación matemática, a todos los niveles, debería ser que el alumnado aprenda matemáticas a partir de la resolución de problemas. Esta ofrece la oportunidad de probar y mejorar los razonamientos, crear nuevos procedimientos, potenciar habilidades de observación, inducción y deducción, y disfrutar con sus avances; en definitiva, explorar y descubrir nuevos e interesantes territorios. Sin embargo, se da la paradoja de que dicho objetivo apenas es trabajado en el aula, por lo que se aducen varias razones: es un lento proceso de aprendizaje que requiere mucho tiempo, los programas a impartir son extensos, los docentes no tienen formación adecuada, etc.

			Los sucesivos informes PISA sitúan por encima de la media a aquellos países que conciben la educación matemática más centrada en la resolución de problemas. En concreto, y en lo referente a España, Andreas Schleicher, subdirector de la OCDE para temas educativos, señala que:

			Los estudiantes españoles obtienen mejores resultados en tareas que se centran en la reproducción de contenidos de las materias que en tareas que les requieren extrapolar lo que saben y aplicar sus conocimientos de forma creativa. Esto es importante, porque el mundo moderno no premia tan solo por lo que se sabe, sino por lo que se es capaz de hacer con ello.

			Tanto en este apartado de la educación matemática como en el resto, lo que plantean estudios internacionales como PISA es que el aprendizaje de los estudiantes se enfoque a la resolución de problemas de situaciones reales, en los que se trata no tanto de cuantificar su saber como de evaluar su aplicación a dichas situaciones. Actualmente, la competencia matemática se entiende como la capacidad de “identificar y comprender el papel que las matemáticas desempeñan en el mundo, realizar razonamientos bien fundados y usar e implicarse en las matemáticas en aquellos momentos en que se presenten necesidades en la vida de cada individuo como ciudadano constructivo, comprometido y reflexivo”1.

			Es cierto que la resolución de problemas es un camino con muchos obstáculos, que en ocasiones nos puede llevar a un callejón con una difícil salida; en otras, quizá nos genere un cierto desánimo, pero también nos va a proporcionar esquemas de actuación que tienen trascendencia fuera de la escuela. Es una manera de hacer. Una manera de actuar ante situaciones problemáticas. En este aprendizaje, además de los conocimientos matemáticos y las estrategias heurísticas, la paciencia y el esfuerzo son ingredientes fundamentales.

			Trabajar en la resolución de problemas tiene unos beneficios innegables: potencia el espíritu crítico y reflexivo, proporciona confianza en las propias capacidades, incentiva la motivación hacia el propio autoaprendizaje, estimula la originalidad y creatividad, la flexibilidad de pensamiento, el gusto por afrontar desafíos y la perseverancia en la búsqueda de soluciones, pero sobre todo enseña a entender mejor nuestra vida. Las actitudes propias de la actividad matemática que pueden ser útiles para planificarse sensatamente en la vida se desarrollan, mejor que en ninguna otra actividad, por medio de la resolución de problemas.

			Si la resolución de problemas ha de ser un aspecto central de la enseñanza de las matemáticas, los profesores deberíamos esforzarnos en utilizarla frecuentemente. Para que se integre en clase, el profesor ha de crear la atmósfera más adecuada para que el alumnado esté dispuesto a realizar la tarea sin miedo a cometer errores y a mostrar la confusión propia de no saber exactamente qué se tiene que hacer para resolverla. También hay que animar a los estudiantes a analizar sus propios errores y los de otros alumnos para que sirvan de punto de partida de un aprendizaje significativo. Los procesos de pensamiento de los estudiantes sobre los problemas han de tener una importancia mayor que la obtención de respuestas correctas. Desde esta concepción del aprendizaje, también se hace posible, para el profesorado, aprender de sus propios errores al volver a pensar sobre sus concepciones sobre la enseñanza y aprendizaje que favorezcan la resolución de problemas. Hemos querido reflejar en el libro los aspectos más interesantes, bajo nuestro punto de vista, y que con toda seguridad resultarán útiles para las personas interesadas por el tema.

			El primer capítulo está dedicado a la importancia de algunos problemas históricos. Unos han motivado la aparición de nuevas teorías y ramas de las matemáticas. Son problemas que pertenecen al campo de las ciencias y que resultaron cru­­ciales para entender mejor el mundo que nos rodea. Muchos de ellos fueron resueltos por una sola persona (como es el caso de Aris­­tarco, Posidonio, Euler o Arquímedes), otros requirieron el esfuerzo de generaciones de científicos (los tres problemas clásicos: cuadratura del círculo, duplicación del cubo y trisección del ángulo), algunos también dieron lugar a nuevos campos de la matemática (los puentes de Königsberg).

			El segundo capítulo se centra en definir qué entendemos por problema. Es un asunto relevante, ya que el concepto que tiene el docente es el que transmite al alumnado. Y de él se desprende, lógicamente, el uso de los problemas en la clase de matemáticas. Entre las muchas definiciones que diversos autores han presentado, nos interesa especialmente la aportada por el filósofo argentino Mario Bunge, quien definía el problema como “una dificultad que no puede resolverse automáticamente, sino que requiere una investigación, conceptual o empírica”.

			El tercer capítulo presenta algunos de los modelos más co­­nocidos en la resolución de problemas: método de Pólya, método IDEAL, método de Miguel de Guzmán, método de Alan Schoenfeld y método Mason-Burton-Stacey. Cada uno de ellos se acompaña con ejemplos adecuados.

			El estudio de la heurística y sus distintas estrategias es el núcleo del cuarto capítulo, acompañado en cada una de ellas de un problema a modo de ejemplo.

			El capítulo quinto es una propuesta didáctica para resolver problemas en el aula, que se completa con algunos protocolos y sus correspondientes análisis.

			Además, al final de cada de uno de los capítulos se proponen una serie de actividades con una cierta dificultad matemática; algunas de ellas son apropiadas para alumnado de secundaria y otras son más adecuada para alumnado de bachillerato.

			La obra que presentamos trata de dar respuestas a algunas de las preguntas que rodean el mundo de la resolución de problemas. No es sencillo plasmar de forma sintética un mundo tan complejo. Este libro es fruto de muchas lecturas, comentarios, reuniones, etc. Sería largo enumerarlo todo. Vaya nuestro agradecimiento a aquellas personas que pusieron su saber y magisterio en este campo tan apasionante. Son nuestros maestros y les estamos profundamente agradecidos. Nos referimos a George Pólya, Alan Schoenfeld, Mason-Burton-Stacey, Imre Lakatos, Puig Adam, Luis Santaló, Miguel de Guzmán, Paco Hernán y el Grupo Cero de Valencia, José Colera, Rafael Pérez Gómez, Claude Gaulin, Constantino de la Fuente, Ángel Ramírez, Carlos Usón, Manuel Sada, etc.

			La resolución de problemas es transversal a todo el aprendizaje de las matemáticas, es una forma de trabajar en las clases y hacer que los alumnos se sientan como matemáticos cuando hacen sus tareas. Para mejorar como resolutor de problemas, el alumnado debe ganar progresivamente la confianza de que pueden resolverlos y adquirir además el hábito de la perseverancia y la curiosidad. Como ya se dijo, la resolución de problemas debe entenderse más como un viaje que como un destino, lo verdaderamente importante es lo que pasa mientras los estudiantes tratan de resolver el problema, las matemáticas y los razonamientos involucrados.

			Parece muy adecuado comprometerse en la apuesta por modelos educativos basados en una formación matemática que fomente el razonamiento, la argumentación y el desarrollo de la matemática tradicional centrada en la resolución de problemas2.

			Deseamos que la lectura de este libro resulte provechosa y suscite el interés por resolver problemas tanto en el alumnado como en el profesorado, y que en las aulas se asiente cada vez más lo que Salvador Pániker llamaba “el gusto por lo difícil”. Esperemos, sobre todo, que sirva a los docentes para mejorar sus clases en un tema tan apasionante. Como decía el estadista Montesquieu: “La felicidad no es la ausencia de problemas, sino la capacidad de lidiar con ellos”.





			Capítulo 1

			Algunos problemas que hicieron 
historia




			Las matemáticas son la gimnasia del espíritu 
y una preparación para la filosofía.

			Isócrates (436 a. C.-338 a. C.)

			Introducción

			A lo largo de la historia, en nuestro anhelo por entender y dominar mejor el mundo que nos rodea, hemos tenido que realizar extraordinarias construcciones, algunas físicamente tangibles; otras, mentales. Una de las más ricas, tanto por su sutileza como por su potencia, complejidad, belleza, elegancia, durabilidad y flexibilidad, y de tremendo impacto en todos los ámbitos, es la del edificio matemático. Su avance está estrechamente relacionado con la resolución de problemas. En efecto, la resolución de problemas ha sido la forma de proceder fundamental en el quehacer matemático de todas las culturas. La importancia de esta habilidad es evidente, influye tanto en el avance científico como en el bienestar y hasta la supervivencia de la especie humana. Por tanto, parece claro que se haya convertido en objeto de estudio de investigadores científicos, psicólogos, ingenieros, matemáticos, especialistas en inteligencia artificial y, en general, de cualquier persona con interés por conocer y comprender mejor el mundo que nos rodea.

			El avance de las matemáticas está vinculado a la resolución de ciertos problemas, hasta el punto que se puede afirmar que es el motor de su desarrollo. Muchos de ellos han motivado la aparición de nuevas teorías y ramas de las matemáticas. Otras cuestiones han provocado rupturas epistemológicas y grandes crisis en sus mismos cimientos. Todas las culturas se han tenido que enfrentar a temas de diversa índole: unos tenían un espíritu marcadamente práctico y funcional (es el caso de los sumerios y los egipcios), otros eran de carácter teórico (los Elementos de Euclides son representativos de esta vertiente), algunos se plantearon para resolver juegos; otros al tratar de entender y manejar códigos ocultos, o para descubrir la curva del descenso más rápido de una pequeña bola entre dos puntos situados en un mismo plano vertical, bajo la acción de la fuerza de gravedad constante y suponiendo que no existe fricción (la curva braquistócrona).

			Una de las grandes lecciones que podemos extraer del análisis histórico de los problemas matemáticos es que las soluciones incompletas o incluso erróneas no deben ser vistas como fracasos: son simplemente parte de la marcha normal del proceso general de resolución de problemas matemáticos. Muchos de los problemas han tardado años, decenios o incluso siglos en resolverse, como es el caso del último teorema de Fermat, planteado por el insigne científico francés en el siglo XVII y resuelto por el matemático inglés Andrew John Wiles trescientos años más tarde; incluso de una gran parte de ellos no conocemos su solución exacta, como son los casos de las conjeturas de Riemann o de Goldbach.

			Si nos remontamos a la antigua cultura griega, podemos señalar que su gran florecimiento y expansión se debieron, en parte, a los intentos de resolución de problemas concretos, que sirvieron como centro de atracción y estímulo para los filósofos de la época. Por ejemplo, el estudio de las propiedades geométricas de ciertas figuras, tanto en el plano como en el espacio, la demostración de la existencia de únicamente cinco poliedros regulares, la obtención de métodos para medir la distancia al Sol y la Luna, y el cálculo del radio de la Tierra. Su fascinación por la armonía, la belleza y las formas sencillas explica la razón de su gran interés por resolver los problemas de construcción geométrica utilizando solamente la regla y el compás, instrumentos asociados a las figuras geométricas más sencillas: la recta y la circunferencia. Sus constantes e infructuosos intentos por resolver los tres problemas clásicos están relacionados con las aportaciones que hicieron los matemáticos que vivieron dos milenios más tarde, capaces de crear una fabulosa teoría: la teoría de Galois.

			Los problemas han sido y son el germen de muchas y floridas teorías. En este sentido, no podemos olvidar el impacto que supuso en los albores del siglo XX el enunciado de los famosos 23 problemas del matemático alemán David Hilbert (1900), que han ocupado a varias generaciones de científicos. En la famosa conferencia pronunciada en París con ocasión del Congreso Internacional de Matemáticas (ICM), Hilbert decía: “Mientras una rama de la ciencia presenta abundancia de problemas, permanece viva. La carencia de problemas significa una decadencia”. Esta colección de problemas fue tremendamente influyente e inspiradora para el devenir de las matemáticas. Recordemos las primeras palabras de su célebre conferencia: “¿Quién de nosotros no se alegraría de levantar el velo detrás del cual se esconde el futuro, de echar un vistazo a los próximos avances de nuestra ciencia y a los secretos de su desarrollo durante los siglos futuros?”.

			En este pequeño recorrido hemos seleccionado diez cuestiones problemáticas que han hecho historia por su atractivo e importancia, y que están en las páginas doradas de las matemáticas.

			El túnel de Eupalinos 

			En el siglo VI a.C., la isla griega de Samos conoció un periodo de enorme prosperidad cultural y económica. Bajo el reinado del tirano Polícrates, se llevaron a cabo grandes construcciones, como el templo destinado a la diosa Hera y el famoso túnel-acueducto de Eupalino.

			Al estar la isla situada en el centro neurálgico del comercio mediterráneo, su población aumentó de manera considerable y, poco a poco, sus habitantes se encontraron con un problema acuciante para conseguir agua potable de manera continuada y asegurar su suministro en la ciudad. Polícrates encargó al ingeniero Eupalino de Megara la construcción de un túnel que conectase el manantial de Agiade, al otro lado del monte Ampelos (o Kastro), con el Pitagoreo. La canalización debía ser subterránea, pues Polícrates temía que sus enemigos pudiesen rendir la ciudad cortando el abastecimiento de agua si se realizaba en superficie.

			La construcción del túnel supuso la excavación en roca, bajo una montaña, de un orificio de más de 1.000 metros de largo. El túnel, que en realidad sirvió como acueducto, fue excavado desde ambos extremos a la vez. El historiador griego Heródoto, escribe el siguiente texto:

			[…] ellos hicieron las tres obras más grandiosas del mundo griego: en un monte de unos 226 m de altura abrieron un túnel que comienza en la falda y que presenta una boca en cada ladera. La longitud del túnel es de siete estadios, mientras que su altura y su anchura tienen, respectivamente, ocho pies […] a través del cual llega hasta la ciudad, procedente de una gran fuente, el suministro de agua, que va encauzada por unos conductos. El ingeniero de dicho túnel fue el megareo Eupalino, hijo de Naústrofo. Esta es, en suma, una de las tres obras (Heródoto, III.60).

			El túnel de Eupalino se excavó manualmente en roca caliza, con una sección cuadrada de 1,75×1,75 m. Se extrajeron 7.000 m3 de roca, se emplearon unos 4.000 esclavos y se tardó más de una década en su construcción.

			Para construir el túnel excavando desde ambos extremos, Eupalino recurrió a un método de carácter geométrico. Una vez determinado el punto A de la montaña, donde desembocaba la recogida de aguas de las fuentes del monte Kastro, y el punto B (punto que no se veía desde A), realizó un esquema similar al que se presenta en el dibujo.




			Figura 1.1

			Perforación del túnel de Eupalino del monte Kastro 
de Samos desde A hasta B

			[image: Descripción: Z:\Ángela\2023\1. Resolver problemas en matemáticas\figura 1.1.tif]

			Fuente: Elaboración propia.

			
					Tomar, desde la boca A del túnel, una distancia AD en una dirección cualquiera (supongamos dirección oeste).

					Desde D, avanzar una distancia DE que nos aleje de la montaña, tal que DE sea perpendicular a AD.

					Luego, recorrer una distancia adecuada EF, perpendicular a la dirección DE.

			

				Nota: Como puede observarse, los puntos A y B se sitúan a una misma altura por estar en la misma curva de nivel.

			
					Después, desde F, una distancia FG perpendicular a EF, siendo G el vértice del ángulo recto formado por FGB.

			

			Mediante esta construcción, Eupalino determinó un triángulo rectángulo cuya hipotenusa es el segmento rectilíneo AB del túnel. Un cateto medirá la diferencia entre las distancias que se hayan recorrido hacia el norte y hacia el sur (en este caso DE – FG) y el otro cateto será la diferencia entre las que haya avanzado hacia el este y hacia el oeste (en este caso  EF - AD - GB) con los cual podría señalar en cada extremo del túnel la dirección que debía seguir, como se indica en la figura 1.1.

			El problema de Teofrasto 
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Actividad 3. Dados dos segmentos de longitudes a y b, construye, Gnicamente con
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Actividad 7. A partir del volumen del cono y del cilindro, y empleando convenien-
temente el teorema de Pitédgoras, calcula el volumen de la esfera (resuelto por
Arquimedes en el siglo lll a. C.).
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Actividad 10. ¢Por donde ha de ser cortado un arbol de 12 varas de altura para
que la parte que quede en tierra sea la raiz cubica de la parte superior cortada?
(Venecia, febrero de 1535. Duelo matematico Venecia-Brescia, Antonio Maria del
Fiore contra Niccolo Fontana Tartaglia).
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Actividad 6. Supongamos que un par de conejos recién nacidos, un macho y una
hembra se colocan en el campo. Los conejos son fértiles a la edad de un mes,
asi que al final del segundo mes una hembra puede producir otro par de conejos.
Supongamos también que nuestros conejos nunca mueren y que las hembras
siempre producen un nuevo par (un macho y una hembra) cada mes, desde el
segundo de los meses. La pregunta que Fibonacci se hizo fue la siguiente: ¢cuan-
tos pares de conejos tendremos en un ano? (problema propuesto por Fibonacci
en 1202).
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Actividad 2. Demuestra el teorema de Pitdgoras a través de, al menos, dos pro-
cedimientos.
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Entonces:
L=y+2x+ (n+20)R
Como se verifica
() =L ¢ bien 6 = arctg(Ri).
Podemos poner

y=L-2x—nR- 2R - arclg(R/x).
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Actividad 9. Tres hombres y sus respectivas esposas quieren atravesar un rio. Se
dispone de una barca en la que caben solo dos personas. Ninguno de los hombres
quiere dejar a su esposa con los otros hombres. §Como cruzaran los seis a la otra
orilla? (propuesto en el manuscrito medieval Propositiones ad acuendos iuvenes).
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Actividad 1. Descompon la fraccion 4/9 como suma de fracciones unitarias (cuyo
numerador es igual a la unidad) distintas. Realiza un estudio con otras fracciones
(problema perteneciente a la cultura egipcia).
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Actividad 5. En una escalera de 100 peldafos, una paloma se posa en el primero,
dos en el segundo, tres en tercero, etc., y asi hasta el centésimo, ¢cuantas palo-
mas hay en total en la escalera? (propuesto por Alcuino de York, siglo VIII).
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Actividad 8. Encuentra todas las soluciones enteras de la ecuacion diofanti-
ca:10x + 13y = 2. Recordemos que una ecuacion diofantica es una ecuacion
algebraica en la que sus variables corresponden exclusivamente a nimeros en-
teros (reciben este nombre en honor al matematico Diofanto de Alejandria, siglo
Ild.C.).
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Leibniz tenia una excelente formacion clisica e inmediata-
mente se dio cuenta de gue los denominadores de la serie eran
nimeros conocidos para €l (los nimeros triangulares, ya cono-
cidos por los pitagéricos y amplismente utilizados en distintos
problemas de caracter numérico). pero lo que es sorprendente
y maravilloso es el procedimiento tan sencillo que empled para
resolver la cuestidn.

Observo que:

- 2(.L__L‘)
nin+1) ® nt+l/
Aplicando esta simple regla, la serie se transformaba en:
11,1 1 2 =3
LR R (TR T e s P

=g (1-HHF-HHEF-1) - ]=2
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Actividad 4. Dados los nimeros 1, 2, 3, 4 y 5, y empleandolos sin repetirlos,
¢cuantos nimeros de cinco cifras puedes formar de tal manera que ninguno de
ellos coincida con la posicion en que estan situados inicialmente, esto es 12345?
Por ejemplo, el 23154 es uno de ellos (propuesto por L. Euler).
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